
نام آزمون: هندسه یازدهم ازمون1

تعداد صفحه: 10
اموزشگاه سکو

 

در شکل زیر  ، ، ، نقطه‌های تماس ضلع‌های چهار‌ضلعی  با دایره هستند. مقدار محیط این چهار‌ضلعی را به‌ دست آورید.

1

SRQPABCD

 

. زاویۀ ظلّی  در دایرۀ به مرکز  داده شده است. با استفاده از ویژگی قطر عمود بر وتر، ثابت کنید که 

2

TABO=TAB^
​

2

AB
⌢

در هر کدام از شکل‌های زیر  و  را بیابید. 3yx

ثابت کنید مماس مشترک‌های داخلی و خط‌المرکزین دو دایره همرس هستند. 4

دو دایرۀ هم‌مرکز به شعاع  و  مفروض هستند. اندازۀ وتری از دایرۀ بزرگ‌تر که بر دایرۀ کوچک‌تر مماس است را به‌ دست آورید.  535

ثابت کنید در یک دایره، کمان‌های نظیر دو وتر مساوی با‌هم برابرند. 6
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نام آزمون: هندسه یازدهم ازمون1

تعداد صفحه: 10
اموزشگاه سکو

M

B
B

A
A

x3

6
4

در شکل زیر مقدار  را محاسبه کنید.

7

x

مقدار  را چنان بیابید که اندازۀ مماس مشترک خارجی دو دایره به شعاع‌های  و  و خط‌المرکزین  برابر  باشد. 8a83d = 135a − 3

شعاع‌های دو دایرۀ هم‌مرکز  و  سانتی‌متر هستند. اندازۀ وتری از دایرۀ بزرگ‌تر را که بر دایرۀ کوچک‌تر مماس است به‌دست آورید. 9106

قضیه: ثابت کنید در یک دایره، از دو وتر نابرابر، آن که بزرگ‌تر است، به مرکز دایره نزدیک‌تر است، و بالعکس.  10

O

12

B

C

A
  برحسب درجه چقدر است؟   است. اندازۀ کمان    برابر  در شکل مقابل اندازۀ زاویۀ ظلّی 

11

A250∘BC
⌢

O

B AC

D

  به اندازۀ  ، وتر  و نقطۀ  بر این وتر، چنان انتخاب شده‌اند که هریک از زوایای   و  ، قطر  در دایره‌ای به مرکز 

 هستند. اگر  آنگاه طول وتر  چقدر است؟

12

OADACBA OB̂C DÔ

60∘OB = 5cmAC

در مثلث متساوی‌الاضلاع مساحت دایرۀ محیطی چند برابر مساحت دایرۀ محاطی داخلی است؟ 13

BA

M

O

در شکل مقابل  مرکز دایره است و داریم:

  . اندازه زاویۀ  را محاسبه کنید.
14

O

=AOB
∧

AMB
∧

AMB
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نام آزمون: هندسه یازدهم ازمون1

تعداد صفحه: 10
اموزشگاه سکو

در شکل زیر، دو دایره در نقاط  و  متقاطع‌اند و  نقطه‌ای بر امتداد پاره‌خط  است. اگر دو قاطع دلخواه  و  را رسم

همواره: کنیم، چهارضلعی 

15

ABMABMHMG

EFGH

سه نیمساز داخلی چهارضلعی  همرس‌ هستند. اگر اندازه‌های اضلاع آن  و  و  و

 باشد، مقدار  کدام‌است؟
16

ABCDAB = 3a − 1BC = 5a − 3CD = 4a

AD = a +2 2a

M

B C

A

O
  است. زاویۀ  چقدر است؟ در شکل مقابل  و  مماس بر دایره،  و 

17

MBMCAB = AC=AC
⌢

140∘OMC

در یک شش‌ضلعی منتظم به محیط  فاصلۀ مرکز دایره محیطی آن تا یکی از اضلاع شش‌ضلعی چقدر است؟ 1812 ​3

اندازۀ  و  را در دایرۀ مقابل تعیین کنید.

19

xy

ثابت کنید عمودمنصف یک ضلع هر مثلث و نیمساز زاویۀ مقابل به آن ضلع، یکدیگر را روی دایرۀ محیطی مثلث قطع می‌کنند. 20

در شکل زیر اضلاع زاویه‌های  بر دایره مماس‌اند. اندازۀ زاویۀ  چند درجه است؟

           ‌

21

N ,MA
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نام آزمون: هندسه یازدهم ازمون1

تعداد صفحه: 10
اموزشگاه سکو

درستی یا نادرستی عبارت‌های زیر را مشخص کنید.

الف: دو دایرۀ  ,  و  متخارج هستند.

 بر دایره رسم کرده‌ایم, دایره‌ای به قطر  از  عبور می‌کند. ب: از نقطۀ  خارج دایره  مماس  را در نقطۀ  

   و  با فرض  مماس درون هستند. هرگاه:  ج: دو دایرۀ  

د( هرگاه دو مماس مشترک خارجی دو دایره متقاطع باشند نقطۀ تقاطع روی خط شامل  خواهد بود.

22

C(O, 5)C (O , 3)′ ′OO =′ 10

MC(O,R)MTTOMT

C(O,R)C (O ,R )′ ′ ′OO =′ dd = R − R′

OO′

طرز رسم مماس بر دایره از نقطه‌ای خارج دایره به کمک خط‌‌کش و پرگار را با ذکر دلیل توضیح دهید. 23

،  و  باشند  اگر نقاط تماس دایرۀ محاطی داخلی مثلث  با اضلاع آن 

 باشند ثابت کنید:   نقطه‌های تماس یک دایره محاطی خارجی با خط‌های شامل دو ضلع زاویۀ   و  و 

 نصف محیط مثلث( (
24

ABCMNK

TT ′A

AM = AN = p − a

p

با توجه به شکل، مقدار  را محاسبه کنید.

‌

25

x
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نام آزمون: هندسه یازدهم ازمون1

تعداد صفحه: 10
اموزشگاه سکو

از هر‌يک از نقاط  دو مماس بر دايره رسم شده پس طول آن‌ها برابر است. بنابراين:

بنابراين محيط چهار‌ضلعی از رابطۀ زير به‌ دست می‌آيد:
1

D,A,B,C

BQ = BP = 5 , CQ = CR = 4 , DS = RD = 6 , AS = AP = 7

AB + BC + CD + AD = 12 + 9 + 10 + 13 = 44

با توجه به شکل زیر داریم:‌

 

  زاويۀ مرکزي مقابل به کمان است پس  از طرفي 

.   پس    بنابراين  از طرفي مي‌دانيم که قطر عمود بر وتر ، آن وتر و کمان نظيرش را نصف مي‌کند پس 

2

​ ⇒{
​ + ​ = 90°A ​1̂ A ​2̂

​ + = 90°A ​1̂ Ô
​ =A ​2̂ Ô

Ô=Ô AM
⌢

=AM
⌢

​

2

1
AB

⌢
=Ô ​

2

1
AB

⌢
​ =A ​2̂ ​

2

1
AB

⌢

  3

​ ​ ​ ​ ⇒
⎩
⎨
⎧80° = ​ →

2

x + y

20° = ​ →
2

x − y ⎩
⎨
⎧x + y = 160°

x − y = 40°
​{

x = 100°
y = 60°

​ ⇒{
x + y = 360°

​ = 62°
2

x − y ​ ⇒{
x + y = 360°
x − y = 124°

​{
x = 242°
y = 118°

 مماس‌هاي مشترک داخلي  همديگر را در  قطع مي کنند.  را به  وصل مي‌کنيم.

اگر ثابت کنيم  نيم‌صفحه است يعني نقاط  روي يک خط راست قرار دارند.

 

از طرفي چون زواياي  متقابل به رأس هستند پس:

چون زواياي  برابرند و در رأس  مشترکند و دو ضلع از آنها با هم در يک امتداد قرار دارند دو ضلع ديگر طبق عکس قضيۀ زواياي متقابل به رأس بايد در

  در يک امتداد هستند پس  مي‌باشد بنابراين محل تلاقي دو مماس مشترک داخلي روي خط‌المرکزين قرار دارد پس يک امتداد باشند يعني 

همگي همرس هستند.

4

BD,ACMMO,O′

OMO′^M ,O,O′

​ ​ ⇒
⎩
⎨
⎧ OC = OD

MC = MD

OM = OM

ΔOMD ≅ ΔOMC ⇒ ​ =M ​1
^

​M ​2
^

​ ​ ⇒
⎩
⎨
⎧ O A = O B′ ′

MA = MB

O M = O M′ ′
ΔO AM ≅′ ΔO BM ⇒′

​ =M ​3
^

​M ​4
^

,AMB^ DMC^

​ +M ​1
^

​ =M ​2
^

​ +M ​3
^

​ ⇒M ​4
^ 2 ​ =M ​1

^ 2 ​ ⇒M ​3
^

​ =M ​1
^

​ =M ​2
^

​ =M ​3
^

​M ​4
^

,AMO′^ OMC^M

MO ,OM′=OMO′^ 180°
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نام آزمون: هندسه یازدهم ازمون1

تعداد صفحه: 10
اموزشگاه سکو

با توجه به شکل داریم:‌

 

5

​ ​

AH = OA − OH = 5 − 3 = 25 − 9 = 16 ⇒ AH = 42 2 2 2 2

BH = AH = 4 ⇒ AB = 8

D

O

B

A C

21

 زاویۀ مرکزی 

6

​ ​{
​ : AB = CDفرض 

​ : حکم= AB
⌢

CD
⌢

​ ​ ​

⎩
⎨

⎧OA = OC = R

OB = OD = R

AB = BCفرض

(ض ض ض)
≅OAB

Δ
OCD

Δ

​ =Ô1 ​ ⇒Ô2 =AB
⌢

CD
⌢

⇒

طبق روابط طولی در دایره داریم:

‌
7

x(x + 3) = 4 × 10 ⇒ x +2 3x − 40 = 0 ⇒ ​{
x = 5 ( ق ق(​
x = −8 ( غ ق ق(​

               و                             و             

8

d = 13R =′ 8R = 3

TT =′
​ ⇒d − (R − R )2 ′ 2

5a − 3 = ​13 − (8 − 3)2 2

⇒ 5a − 3 = ​ =169 − 25 ​ =144 12 ⇒ a = 3

، پس:  وتری از دایرۀ بزرگ‌تر بوده که بر دایرۀ کوچک‌تر مماس است. بنابراین شعاع  بر  عمود است. در نتیجه 

9

ABOHABAH = HB

AH =2 OA −2 OH →2 AH =2 10 −2 62

→ AH =2 64 → AH = 8 → AB = 16

برهان: از مرکز دایره عمودهای  و  را بر وترهای  و  وارد می‌کنیم.

می‌دانیم شعاع عمود بر یک وتر آن وتر را نصف می‌کند.        

 

O

A

H

A´

B´

B

H´
d´

d

´
10

OHOH ′AB = lA B =′ ′ l′

(OH =′ d , OH =′ d)

:OHB
Δ

OB =2 OH +2 HB ⇒2 R =2 d +2
​

4

l2

:OH A′ ′
Δ

OA =′2 OH +′2 H A ⇒′ ′2 R =2 d +′2
​

4

l′
2

l > l ⇔′ l >2 l ⇔′2 R −2
​ <

4

l2
R −2

​ ⇔
4

l′2

d <2 d ⇔′2 d < d′
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نام آزمون: هندسه یازدهم ازمون1

تعداد صفحه: 10
اموزشگاه سکو

O

1

2

B

C

A

A

A

قطر دایره است. قطر، محیط دایره را به دو قسمت برابر تقسیم می‌کند. در شکل، 

یعنی هر کدام از این کمان‌ها برابر با   است، داریم:

 

11

AC

180∘

​ (ظلی)​ ​ = 50 ⇒ = 100 ⇒ = 180 − 100 = 80Â2
∘ AB

⌢
∘ BC

⌢
∘ ∘ ∘

O

B AC

D

1
60̥

60̥
̥

30

 

. حال در مثلث  چون   است پس زاویۀ   نصف   است یعنی  زوایای   و   محاطی و مرکزی رو‌به‌رو به یک کمان هستند پس زاویۀ 

  می‌شود و در نتیجه   و همچنین در مثلث  داریم  ، پس مثلث  متساوی‌الساقین است و

   و در نتیجه   بوده و نصف وتر است، پس   و از طرف دیگر در مثلث قائم‌الزاویۀ  ، ضلع  رو‌به‌رو زاویۀ 

12

ÂC DÔÂC DÔ=Â 30∘OBA=B̂ 60∘

=Ô 90∘
​ =Ô1 180 −∘ (60 +∘ 90 ) =∘ 30∘OAC=Â =Ĉ 30∘OBC

BC = OB = 5cmOABOB30∘AB = 10cm

AC = 10cm + 5cm = 15cm

در مثلث متساوی‌الاضلاع به طول  داریم:

  )شعاع دایرۀ محیطی(     

  )شعاع دایرۀ محاطی داخلی(    

13

a

R = ​ ×
3

2
h = ​ ×

3

2
​a =

2

​3
​a

3

​3

r = ​ =
P

S
​ =

​a2
3

​a
4

​3 2

​a ⇒
6

​3
​ =

πr2
πR2

( ​) =
r

R 2

(2) =2
4

14

​ ​ ​ (مرکزی)​ = ,AOB
∧

AMB
⌢

(محاطی) A B = ​, =M̂
2
AB

⌢

AOB
∧

AMB
∧

⇒ =AMB
⌢

⇒
2

AB
⌢

=AB
⌢

2 , +AMB
⌢

AB
⌢

=AMB
⌢

360 ⇒∘ =AMB
⌢

120∘

  طبق روابط طولی

،  و  یک دایره می‌گذرد، پس  محاطی است.  ، طبق قضیۀ عکس روابط طولی، از چهار نقطۀ 

15
: ​ ⇒{

MA × MB = ME × MH

MA × MB = MF × MG
ME × MH = MF × MG

EFGHEFGH

چون سه نیمساز داخلی همرس هستند، پس نیمساز چهارم هم از محل همرسی می‌گذرد پس چهارضلعی محیطی است. در چهارضلعی محیطی مجموع اضلاع روبه‌رو برابرند.

داریم:
16

​

AB + CD = AD + BC ⇒ 3a − 1 + 4a = 5a − 3 + a + 2 ⇒ a − 2a = 02 2

⇒ a(a − 2) = 0 ⇒ a = 2

در مثلث  داریم: 17ABC
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نام آزمون: هندسه یازدهم ازمون1

تعداد صفحه: 10
اموزشگاه سکو

M

B C

A

O

چون  از  و  به یک فاصله است، پس  نیمساز  است:

AB = AC ⇒ =AB
⌢

=AC
⌢

140 ⇒∘ =BC
⌢

360° − 2 × 140° = 80∘

=BMC
⌢

​ =
2

−BAC
⌢

BC
⌢

​ =
2

2 × 140° − 80°
100∘

OBCOMB CM̂

O C =M̂ ​ =
2

BMC
⌢

​ =
2

100°
50∘

فاصلۀ مرکز دایره محیطی شش‌ضلعی منتظم تا یک ضلع برابر ارتفاع مثلث متساوی‌الاضلاع است. زیرا شش‌ضلعی منتظم از  مثلث متساوی‌الاضلاع تشکیل می‌شود.

18

6

​

​ ​ ⇒ 6a = 12 ​ ⇒ a = 2 محیط​ = 12 ​3 3 3

h = ​a = ​(2 ​) = 3
2

​3

2

​3
3

 

  زاویۀ محاطی
19

2x + 3x + 5x = 360 ⇒∘ 10x = 360 ⇒∘ x = 36∘

3y = ​ ⇒
2

2x
3y = x = 36 ⇒∘ y = ​

3

36∘

عمودمنصف  از  مرکز دایره محیطی می‌گذرد. داریم:

  

‌
O

1 2

C

D

B

A

H

‌بنابراین محل برخورد نیمساز زاویه  وسط کمان  می‌باشد که همان محل برخورد عمود منصف  با محیط دایره است.

20

BCO

=BOH^ =COH^
​ =

2

BC
⌢

=BD
⌢

CD
⌢

​ =Â1 ​ =Â2 ​ =
2

1
Â ​ =

4

BC
⌢

​ =
2

BD
⌢

​

2

CD
⌢

ABCBC

    

x

y

z

w

‌)صفحۀ  کتاب درسی(

راهنمای تصحیح:

اگر کمان‌ها با حروف کوچک نامگذاری نشده باشد و با همان حروف بزرگ روی شکل سؤال حل شده بود نمرۀ کامل تعلق می‌گیرد:

21

​ ​

​ = 70
2

x + w + z − y ∘

​ = 50
2

x + y + z − w ∘ ⎭
⎬
⎫

⇒
(+)

​ = 120 ⇒ x + z = 120 = ​ ⇒ = 60
2

2x + 2z
A

2

x + z
A ∘

17
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نام آزمون: هندسه یازدهم ازمون1

تعداد صفحه: 10
اموزشگاه سکو

‌​ ​

​ = 70 ​ = 70 ( ​0٫5)
2

x + w + z − y ∘ یا
2

−DEBC
⌢

DC
⌢

∘ نمره

​ = 50 ​ = 50 ( ​0٫5)
2

x + y + z − w ∘ یا
2

−EDCB
⌢

BE
⌢

∘ نمره ⎭

⎬

⎫

⇒
(+)

=A ​ =
2

+DE
⌢

BC
⌢

60 ( ​0٫5)∘ نمره

الف( درست؛ چون  است. پس دو دایره متخارج هستند.

    ‌

)صفحۀ  کتاب درسی(

 عبور می‌کند.  از   بر خط مماس عمود است. پس دایره‌ای به قطر  ب( درست؛ چون شعاع در نقطۀ تماس 

)صفحۀ  کتاب درسی(
 

 خواهد شد.  باشد و در این حالت   ج( نادرست؛ ممکن است 

 می‌توان نتیجه گرفت که دو دایره مماس درون هستند. نکته: اگر 

)صفحۀ  کتاب درسی(

 

د( درست؛ اگر نقطۀ تقاطع را  و نقاط تماس  و  و  و  باشند،  و  روی نیمساز  قرار می‌گیرند، زیرا:

   

         ‌

)صفحۀ  تا  کتاب درسی(

راهنمای تصحیح:

الف( درست ) نمره(

ب( درست ) نمره(

ج( نادرست ) نمره(

د( درست ) نمره(

22

d = 10 > R + R =′ 8

20

TOMT

19

R < R′d < 0

d = R − R∣ ′∣

22

MTKT ′K ′OO′M̂

​ →
OT = OK → ​ ​O.استMروی نیمساز

OT = OK → ​ ​O′ ′ روی نیمسازMاست. ′ } ​O ,O ,M.هم خط‌ اند ′

1823

0٫25

0٫25

0٫25

0٫25
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نام آزمون: هندسه یازدهم ازمون1

تعداد صفحه: 10
اموزشگاه سکو

 رسم می‌کنیم، این دایره، دایرۀ  خارج از آن در نظر می‌گیریم. دایره‌ای به قطر   و نقطه‌ای مانند   دایره‌ای به مرکز 

 محاطی روبه‌رو به قطر هستند. بنابراین قائمه می‌شوند  و   قطع می‌کند. هر دو زاویۀ   و  مفروض را در دو نقطۀ 

 هر دو مماس بر دایرۀ مفروض هستند.  و ‌  عمود شده‌اند. بنابراین   و ‌  بر   و  و چون شعاع‌های 

 

)صفحۀ  کتاب درسی(

راهنمای تصحیح:

 نمره(  رسم شکل فرضی )

 رسم می‌کنیم، این دایره، دایرۀ  خارج از آن در نظر می‌گیریم. دایره‌ای به قطر   و نقطه‌ای مانند  دایره‌ای به مرکز 

 نمره(  قطع می‌کند. )  و  مفروض را در دو نقطۀ 

        

 

23

OMOM

TT ′MTOMT O′

OTOT ′MTMT ′MTMT ′

19

0٫5

OMOM

TT ′0٫5

=MTO =MT O′ 90 ( ​)∘ محاطی روبه‌رو به قطر

⇒ MT ,MT ​ ​( مماسبر دایره هستند′(​0٫5 نمره

فرض کنیم نصف محیط برابر  باشد می‌دانیم اگر از نقطه‌ای خارج دایره دو مماس بر دایره رسم کنیم طول مماس‌ها برابر است بنابراین:

       

)صفحۀ  کتاب درسی(

راهنمای تصحیح:

24

p

2p = AB + AC + BC ⇒

2p = ​ +AN ​ +​BN ​ +AM ​ +​​MC ​ +​BK ​ ⇒​​CK

2p = 2AM + 2BK + 2CK ⇒ p = AM + BC ⇒ AM = p − a

30

AM = AN , BN = BK , CM = CK ( نمره(​0٫5

​ محیط= 2p = AB + AC + BC = AN + NB + AM + MC + BK + CK ( نمره(​0٫5

⇒ 2p = 2AM + 2BK + 2CK ⇒ p = AM + BC ⇒ AM = p − a ( نمره(​0٫5

روش اول:

‌روش دوم: با استفاده از ویژگی‌های زاویۀ محاطی و زاویۀ خارجی داریم:

            ‌

‌روش سوم:

‌‌

      ‌

25

​ =
2

120 + y∘

80 , ​ =∘

2

120 − y
x ⇒ y = 40 , x =∘ 40∘

‌80 =∘
​ +Ĉ1 =Â ​ +

2

120∘

⇒Â =Â 20 (∗)∘

​ ​ ⇒
​ = ​ = 60D̂1

2

120∘
∘

​ = + x 20 + xD̂1 Â =
(∗) ∘ ⎭

⎬
⎫

x = 40∘

‌y = ​, x =
2

z + t
​ ⇒

2

z − t
x + y = z ⇒ x + 80 =∘ 120 ⇒∘ x = 40∘

صفحه 10 از 10

1.5

1.5
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نام آزمون: هندسه یازدهم ازمون2

تعداد صفحه: 10
اموزشگاه سکو

دو دایره با شعاع‌های متفاوت با چند تبدیل ممکن است بر روی هم تصویر شوند؟ 1

تصویر یک خط تحت یک تبدیل بر همان خط منطبق است. این تبدیل چه تبدیل‌هایی می‌تواند باشد؟ 2

d

d

1

2

A

 

اگر بخواهیم مثلث متساوی‌الاضلاعی به رأس  طوری رسم کنیم که دو رأس دیگر آن بر  و  قرار گیرد، از کدام تبدیل استفاده

می‌کنیم؟

3

Ad ​1d ​2

دایرۀ  و پاره‌خط  در صفحه مفروض‌اند. در دایرۀ  وتری موازی و مساوی  رسم می‌کنیم. حداکثر چند وتر می‌توان

یافت؟
4

C(O,R)ABCAB

ترکیب یک دوران و یک انتقال کدام است؟ 5

اگر زاویۀ بین خط و دوران‌یافتۀ آن  باشد، با دوران دادن هر دو خط تحت زاویۀ  ، زاویه بین خطوط دوران‌یافتۀ کدام است؟ 6α90 −∘ α

،  و  رأس‌های یک مثلث هستند. نقاط 

الف( مثلث و تصویرش را تحت تبدیل دوران به مرکز مبدأ مختصات و زاویۀ  رسم کنید.

ب( طول و شیب ضلع  و تصویرش را به‌دست آورده و با‌هم مقایسه کنید.

7

A(2,0)B(5,0)C(5, 2)

+90∘

AC

A

B

C

F
D

E

در شکل روبه‌رو، مثلث‌های  و  متساوی‌‌الاضلاع هستند. الف( با کدام تبدیل و به چه صورت

نقطۀ  بر  و نقطۀ  بر  تصویر می‌شود؟

. ب( با استفاده از ویژگی‌های تبدیل قسمت )الف(، ثابت کنید که:  و 

8

ABC
△

DEC
△

ABDE

AD = BE=AFB^ 60∘

با توجه به شکل زیر نشان دهید در تبدیل انتقال، اندازۀ هر پاره‌خط و اندازۀ تصویر آن با هم برابرند.

) و اندازه  از اندازۀ پاره‌خط  کوچک‌تر است.(

    ‌

9

AB∣∣VVAB

صفحه 1 از 10

2

1



نام آزمون: هندسه یازدهم ازمون2

تعداد صفحه: 10
اموزشگاه سکو

در شکل رو‌به‌رو اگر خط  را در تجانس به مرکز  و نسبت تجانس  تصویر کنیم و آن را  بنامیم؛ مساحت بین خط  و  و خطوط 

 و  چقدر است؟

    ‌

10

LO​

4

7
L′LL′

dd′

جاهای خالی را با کلمات )عبارات( مناسب کامل کنید.

الف( اگر دایره‌ای باشد که از همۀ رئوس یک چندضلعی عبور کند، دایره را  .................. می‌نامیم.

ب( وضعیت نسبی دو دایرۀ  و  درحالتی که  به‌صورت  .................. است.

ج( یک چهارضلعی محاطی است اگر و فقط اگر دو زاویۀ مقابل آن  .................. باشند.

د( تبدیل‌هایی که طول پاره‌خط را حفظ می‌کنند، تبدیلات  .................. نامیده می‌شوند.

11C(O,R)C (O ,R )′ ′ ′OO <′ ∣R − R ∣′

، ایزومتری است. ، نه موازی و نه متقاطع باشد، ثابت کنید تبدیل بازتاب محوری نسبت به  در حالتی که پاره‌خط  با محور بازتاب  12ABdd

جاهای خالی را تکمیل کنید.
13

نتیجۀ حاصل از دو بازتاب متوالی با محورهای بازتاب موازی، یک تبدیل .................. است.

، اگر .................. باشد؛ تصویر شکل، بزرگ‌تر می‌شود و آن را انبساط می‌نامیم. OKدر تجانس به مرکز  و نسبت تجانس 

نقطۀ  تصویر نقطۀ   در بازتاب نسبت به خط  است. اگر  و نقطۀ  روی خط  و  باشد، تعیین کنید فاصلۀ

نقطۀ  از خط  چقدر است؟
14

A′ALAA =′ 16OLOA = 10

AOA′

در هر قسمت، پاسخ مناسب را بنویسید. 15

شیب خط .................. ، همواره حفظ می‌شود. )انتقال، دوران(

O(360دورانی به مرکز  و زاویۀ .................. ، تبدیلی همانی است.  , 180 )∘ ∘

 

در شکل زیر  ، ، ، نقطه‌های تماس ضلع‌های چهار‌ضلعی  با دایره هستند. مقدار محیط این چهار‌ضلعی را به‌ دست آورید.

16

SRQPABCD

صفحه 2 از 10
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نام آزمون: هندسه یازدهم ازمون2

تعداد صفحه: 10
اموزشگاه سکو

سه دایره، هر کدام به شعاع یک، دو به دو برهم مماس خارج‌ هستند، مساحت ناحیۀ محصور بین این سه دایره چقدر است؟

17

A

B

OO ´

و  متقاطع‌اند و هریک از آنها از مرکز دایرۀ دیگر می‌گذرد. مساحت رنگ‌شده دو دایرۀ متساوی  و در نقاط 

چقدر است؟

18

C(O,R)C (O ,R)′ ′AB

xCBC

A D
D

´

´

از نقاط  و  نقاط تقاطع دو دایره  و  دو قاطع چنان رسم کرده‌ایم که دایره  را در  و  و دایرۀ  را در نقاط  و  قطع

کرده‌اند. نوع چهارضلعی  چیست؟

19

ABOO′ODCO′D′C ′

DCC D′ ′

در شکل روبه‌رو دو دایره به شعاع‌های  و  مماس خارج و  مماس مشترک خارجی آنهاست. محیط و مساحت  چقدر

می‌شود؟

20

68TT ′OTT O′ ′

ثابت کنید عمودمنصف یک ضلع هر مثلث و نیمساز زاویۀ مقابل به آن ضلع، یکدیگر را روی دایرۀ محیطی مثلث قطع می‌کنند. 21

ثابت کنید اگر یک چهارضلعی محاطی باشد، آنگاه دو زاویۀ مقابل آن مکمل هستند. 22

درستی یا نادرستی عبارت‌های زیر را مشخص کنید.

الف: دو دایرۀ  ,  و  متخارج هستند.

 بر دایره رسم کرده‌ایم, دایره‌ای به قطر  از  عبور می‌کند. ب: از نقطۀ  خارج دایره  مماس  را در نقطۀ  

   و  با فرض  مماس درون هستند. هرگاه:  ج: دو دایرۀ  

د( هرگاه دو مماس مشترک خارجی دو دایره متقاطع باشند نقطۀ تقاطع روی خط شامل  خواهد بود.

23

C(O, 5)C (O , 3)′ ′OO =′ 10

MC(O,R)MTTOMT

C(O,R)C (O ,R )′ ′ ′OO =′ dd = R − R′

OO′

صفحه 3 از 10

1.5
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نام آزمون: هندسه یازدهم ازمون2

تعداد صفحه: 10
اموزشگاه سکو

  به طول  را بر آن رسم کرده‌ایم ) روی دایره است(. همچنین خطی از  گذرانده‌ایم که از نقطۀ  خارج دایره‌ای مماس 

. طول‌های  و  را بیابید. دایره را در دو نقطۀ  و  قطع کرده است به‌طوری‌ که  و 
24

MMT8 ​2TM

ABMA < MBAB = 28MAMB

درستی یا نادرستی جملات زیر را معلوم کنید. 25

کایت )شبه‌لوزی(، یک چهارضلعی محیطی است.

​RR2طول مماس‌مشترک خارجی دو دایرۀ مماس خارج، برابر  است. ′

هر تبدیلی که اندازۀ زاویه را حفظ کند، تبدیلی طولپا )ایزومتری( است.

نتیجۀ دو بازتاب متوالی با محورهای بازتاب موازی، یک تبدیل انتقال است.

صفحه 4 از 10

1.5
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نام آزمون: هندسه یازدهم ازمون2

تعداد صفحه: 10
اموزشگاه سکو

 دو دایره دارای شعاع‌های متفاوتند پس تنها به‌وسیلۀ تجانس می‌توان دو دایره را برهم منطبق کرد. مطابق شکل

، می‌توان تجانس با مرکزیت محل برخورد مماس‌های خارجی و خط‌المرکزین و همچنین ضریب تجانس 

دو دایره را بر‌هم منطبق کرد.

M

Q

P

O´

AN
O

1

k = ​

AO

AO′

اگر مرکز تجانس روی خط قرار گیرد، مجانس خط بر آن منطبق می‌شود. اگر محور بازتاب، همان خط یا محور عمود بر خط باشد، بازتاب خط بر خود آن منطبق خواهد شد. با

انتقال خط تحت برداری موازی با خط، تصویر انتقال بر خط منطبق خواهد شد.
2

.  مطابق شکل، اگر  پاسخ مسأله باشد، داریم: 

مشخص است که  دوران‌یافتۀ  به مرکز  و زاویۀ  است.

  را به مرکز  و شعاع   دوران می‌دهیم تا  را در  قطع کند.  ، پس برای یافتن 

به همین ترتیب با دوران  به مرکز  و زاویۀ  ، نقطۀ  به‌دست می‌آید.

 

3

ABC
Δ

BC = AB = AC

CBA60∘

Cd ​1A60∘d ​2C

CA−60∘B

پاسخ: مطابق شکل، دایرۀ  را با بردار  انتقال می‌دهیم تا دایره‌ای به مرکز  و شعاع  به‌دست آید.

 می‌توانند متقاطع باشند.  و  وترهای موازی با  و به طول  می‌باشند.  و  دو دایره حداکثر در دو نقطه 

4

C=AB aO′R

M)(NMM ′NN ′ABa

 مطابق شکل به مرکز  و زاویۀ  خط  را دوران می‌دهیم تا خط  به‌دست آید. خط  را تحت بردار  انتقال می‌دهیم تا خط 

به‌دست آید. چون  انتقال‌یافتۀ  است، پس با آن موازی است، پس زاویۀ بین  و  ،  است. بنابراین، تحت زاویۀ   و به مرکز

، می‌توان  را دوران داد تا  به‌دست آید. نقطه‌ای واقع بر نیمساز زاویۀ بین  و 

α

α α
O

Od

d´

d´´
v

5

Oαdd′d′Vd′′

d′′d′dd′′αα

dd′′dd′′

می‌دانیم که تحت یک دوران، زاویۀ بین خط و دوران‌یافتۀ آن همان زاویۀ دوران است. بنابراین پس از دوران هم زاویۀ بین دو خط  خواهد بود. 6α

پاسخ: الف( با توجه به شکل در این دوران داریم:

                                                                                                                       

ب( 

‌

7

​ ​

⎩
⎨
⎧ A (2,0) → A (0, 2)′

B (5,0) → B (0, 5)′

C (5, 2) → C (−2, 5)′

​ ​ ⇒
AC = ​ = ​(5 − 2) + (2 − 0)2 2 13

A C = ​ = ​

′ ′ (−2 − 0) + (5 − 2)2 2
13 ⎭

⎬
⎫

AC = A C′ ′

​ ​ ⇒
m ​ = ​ = ​AC

5 − 2

2 − 0

3

2

m ​ = ​ = − ​A C′ ′
−2 − 0

5 − 2

2

3 ⎭
⎬
⎫

m ​ =AC  m ​A C′ ′

صفحه 5 از 10
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نام آزمون: هندسه یازدهم ازمون2

تعداد صفحه: 10
اموزشگاه سکو

  

الف( پس می‌توان گفت که نقطۀ  دوران‌یافتۀ  به مرکز  و زاویۀ  است. به همین ترتیب:

  

نتیجه می‌گیریم که نقطۀ  دوران‌یافتۀ  به مرکز  و زاویۀ  است.

. همچنین ب( با استفاده از قسمت )الف(، نتیجه می‌گیریم که  تحت دوران به مرکز  و زاویۀ  روی  تصویر می‌شود. دوران طولپا است، پس 

. می‌دانیم که زاویۀ بین خط و دوران‌یافتۀ آن به اندازۀ دوران است، پس: 

‌

8

​ABC
△

متساوی‌الاضلاع ⇒ =ACB^ 60∘ , AC = CB

BAC−60∘

​CDE
△

متساوی‌الاضلاع ⇒ =DCE^ 60∘ , CD = CE

EDC−60∘

ADC−60∘BEAD = BE

=AFB^ 60∘

​ →{
T (A) = B

T (D) = E
T (AD) = BE

 

                   ‌

 

9​ ​{
AB = AA + A B′ ′

A B = BB + A B′ ′ ′ ′
AA =BB′ ′

AB = A B′ ′

روش اول:

 

                 ‌

 

روش دوم:

 

              ‌

 

10

​ =
OA

OA′
​ →

4

7
OA =′

​

4

7

​ =
OB

OB′
​ →

4

7
OA =′

​

2

7

S = S ​ −ΔOA B′ ′ S ​ =ΔOAB ​( ​ ×
2

1

4

7
​) −

2

7
​(1 ×

2

1
2) = ​

16

33

​ =
SABO

S ​CDO
k =2

​

16

49

​ =
S ​ABO

S ​ − S ​CDO ABO
​ =

16

49 − 16
​

16

33

S ​ =ABO ​ =
2

1 × 2
1 ⇒ S ​ =ABDC ​

16

33

الف( اگر دایره‌ای باشد که از همۀ رئوس یک چندضلعی عبور کند، دایره را محیطی و چندضلعی را محاطی می‌نامند.  ‌)صفحۀ  کتاب درسی(

 باشد، به‌صورت متداخل است.  ‌)صفحۀ  کتاب  درحالتی که   و  ب( وضعیت نسبی دو دایرۀ 

درسی(

 

11

24

C(O,R)C (O ,R )′ ′ ′d = OO <′ ∣R − R ∣′20

صفحه 6 از 10

1
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نام آزمون: هندسه یازدهم ازمون2

تعداد صفحه: 10
اموزشگاه سکو

ج( قضیه: یک چهارضلعی محاطی است اگر و فقط اگر دو زاویۀ مقابل آن مکمل باشند.  ‌)صفحۀ  کتاب درسی(

د( تبدیل‌هایی که طول پاره‌خط را حفظ می‌کنند، تبدیلات طولپا )ایزومتری( نامیده می‌شوند.  ‌)صفحۀ  کتاب درسی(

راهنمای تصحیح:

الف( دایرۀ محیطی ) نمره(          ب( متداخل ) نمره(          ج( مکمل ) نمره(        د( طولپا یا ایزومتری ) نمره(

27

34

0٫250٫250٫250٫25

 بازتاب نقاط  و  را نسبت به خط  به‌ترتیب  و  می‌نامیم. با توجه به موازی بودن  و  و عمودمنصف بودن  برای این دو پاره‌خط، امتداد  و 

همدیگر را در  قطع می‌کنند؛ بنابراین داریم:

                ‌     

‌و چون طول پاره‌خط حفظ می‌شود، پس ایزومتری است.

)صفحۀ  کتاب درسی(

 

راهنمای تصحیح:

رسم شکل ) نمره(

 روی عمودمنصف  و  است؛ پس:

        ‌

 

12

ABdA′B′AA′BB′dABA B′ ′

M

​ ​ ⇒
AB = MB − MA

A B = MB − MA′ ′ ′ ′

MB = MB ,MA = MA′ ′ ⎭
⎬
⎫

AB = A B′ ′

37

0٫5

MAA′BB′

MA = MA , MB =′ MB ‌ ( ​0٫5)′ نمره

AB = MB − MA , A B =′ ′ MB −′ MA ⇒′ AB = A B ‌ ( ​0٫5)′ ′ نمره

13

انتقال

∣K∣ > 1

 راه حل اول:

مطابق شکل و طبق ویژگی بازتاب 

در مثلث قائم‌الزاویه  داریم:

                        

‌راه حل دوم:

مطابق شکل و طبق ویژگی بازتاب  و می‌دانیم محور بازتاب عمودمنصف  است؛

14

AH = A H =′ 8

OAH

‌10 =2 8 +2 OH →2 OH = 6

​ ​ →
⎩
⎨

⎧
S ​ = ​

OAA′
Δ

2

AA × OH′

S ​ = ​

OAA′
Δ

2

OA × AH′ ′ ​ =
2

16 × 6
​ →

2

10 × AH ′
AH =′

​ =
5

48
9٫6

AH = A H =′ 8AA′

صفحه 7 از 10

1

1.5

1

1.25



نام آزمون: هندسه یازدهم ازمون2

تعداد صفحه: 10
اموزشگاه سکو

پس  و طبق قضیۀ فیثاغورس داریم: 

حال دو مثلث  و  متشابهند زیرا  و 

پس:

‌

OA = OA =′ 10OH = 6

AH A′ ′OHA′=A′ A′=H =H ′ 90∘

​ =
OA′

AA′
​ →

OH

AH ′
​ =

10

16
​ →

6

AH ′

AH =′ 9٫6

  15

انتقال

360∘

از هر‌يک از نقاط  دو مماس بر دايره رسم شده پس طول آن‌ها برابر است. بنابراين:

بنابراين محيط چهار‌ضلعی از رابطۀ زير به‌ دست می‌آيد:
16

D,A,B,C

BQ = BP = 5 , CQ = CR = 4 , DS = RD = 6 , AS = AP = 7

AB + BC + CD + AD = 12 + 9 + 10 + 13 = 44

A

B

C

60

6060

̥

̥̥ 1

1

11

1

1

  از دایرۀ به اگر مراکز سه دایره را  و  و  فرض کنیم، مساحت ناحیۀ هاشورخورده برابر است با مساحت مثلث متساوی‌الاضلاع به ضلع  منهای مساحت سه قطاع 

« می‌سازند(: ) که روی هم یک نیم دایرۀ به شعاع » شعاع 

 

17

ABC​260∘

11

S ​ هاشور= ​ −
4

2 × ​

2 3
​π ×

2

1
1 =2

​ −3 ​

2

π

  می‌باشد و  ، مثلث‌های   و  متساوی‌الاضلاع هستند. در نتیجه: با توجه به اینکه 

A

B

ÓO

R R

R

S1 18

OO =′ ROA = O A =′ ROO A′OO B′

S ​ لوزی= 2S ​ =1 ​ =
4

2 ​R3 2

​R
2

​3 2

چهارضلعی  محاطی است. داریم:

به همین شکل  محاطی است. داریم: 19

ABCD

B D +Â B D =Ĉ 180 , B D +∘ Â ′ B D =Â 180 ⇒∘ B D =Ĉ B D (1)Â ′

ABC D′ ′

B D +Â ′ B D =Ĉ ′ ′ 180 ,B D +∘ Â ′ B D =Â 180 ⇒∘ B D =C ′^ ′ B D (2)Â

B D +Â B D =Â ′ 180 ⇒∘ B D +Ĉ
′ ′ B D =Ĉ 180 ⇒∘ CD∣∣C D ⇒′ ′

​ ​CDC D′ ′ ذوزنقه

‌

20

​ مماس مشترک خارجی: TT =′
​ =OO − (R − R )′2 ′ 2

​ =14 − 22 2
​ =12 × 16 8 ​3

​ ​{
​ = 8 ​ + 6 + 8 + (6 + 8) = 28 + 8 محیط​ 3 3

​ = ​(OT + O T ) × TT = ​(8 + 6) × 8 ​ = 56 مساحت​ 2
1 ′ ′ ′

2
1 3 3

صفحه 8 از 10

1.25

1



نام آزمون: هندسه یازدهم ازمون2

تعداد صفحه: 10
اموزشگاه سکو

عمودمنصف  از  مرکز دایره محیطی می‌گذرد. داریم:

  

‌
O

1 2

C

D

B

A

H

‌بنابراین محل برخورد نیمساز زاویه  وسط کمان  می‌باشد که همان محل برخورد عمود منصف  با محیط دایره است.

21

BCO

=BOH^ =COH^
​ =

2

BC
⌢

=BD
⌢

CD
⌢

​ =Â1 ​ =Â2 ​ =
2

1
Â ​ =

4

BC
⌢

​ =
2

BD
⌢

​

2

CD
⌢

ABCBC

، روی دایره هستند. ،  و   ، طبق فرض می‌دانیم نقاط 

‌

‌

. ‌‌به‌طور مشابه 

22

ABCD

​ ​ →
⎩
⎨

⎧ =A
2

DCB

= ​C
2

DAB
+A =C ​ =

2

DCB + DAB
​ =

2

360∘
180∘

+B =D 180∘

الف( درست؛ چون  است. پس دو دایره متخارج هستند.

    ‌

)صفحۀ  کتاب درسی(

 عبور می‌کند.  از   بر خط مماس عمود است. پس دایره‌ای به قطر  ب( درست؛ چون شعاع در نقطۀ تماس 

)صفحۀ  کتاب درسی(
 

 خواهد شد.  باشد و در این حالت   ج( نادرست؛ ممکن است 

 می‌توان نتیجه گرفت که دو دایره مماس درون هستند. نکته: اگر 

)صفحۀ  کتاب درسی(

 

د( درست؛ اگر نقطۀ تقاطع را  و نقاط تماس  و  و  و  باشند،  و  روی نیمساز  قرار می‌گیرند، زیرا:

23

d = 10 > R + R =′ 8

20

TOMT

19

R < R′d < 0

d = R − R∣ ′∣

22

MTKT ′K ′OO′M̂

صفحه 9 از 10

1.5

1



نام آزمون: هندسه یازدهم ازمون2

تعداد صفحه: 10
اموزشگاه سکو

   

         ‌

)صفحۀ  تا  کتاب درسی(

راهنمای تصحیح:

الف( درست ) نمره(

ب( درست ) نمره(

ج( نادرست ) نمره(

د( درست ) نمره(

​ →
OT = OK → ​ ​O.استMروی نیمساز

OT = OK → ​ ​O′ ′ روی نیمسازMاست. ′ } ​O ,O ,M.هم خط‌ اند ′

1823

0٫25

0٫25

0٫25

0٫25

می‌دانیم طول مماس واسطه هندسی بین  و  است بنابراین:

  

        ‌

‌‌)صفحۀ  کتاب درسی(

راهنمای تصحیح:

 

      ‌

24

MTMAMB

MT =2 MA × MB ⇒

(8 ​) =2 2 x(x + 28) ⇒

x +2 28x − 128 = 0 ⇒

(x + 32)(x − 4) = 0 ⇒ ​{
x = 4 ق ق​
x = −32 غ ق ق​

⇒ MA = x = 4 , MB = x + 28 = 32

19

(8 ​) =2 2 x(x + 28) ( نمره(​0٫5

x +2 28x − 128 = 0 ⇒ ​ ( ​0٫5){
x = 4 ق ق​
x = −32 غ ق ق​ نمره

MA = 4 , MB = 32 ( نمره(​0٫5

  25

درست

نادرست

نادرست

درست

صفحه 10 از 10

1

1.5

1



نام آزمون: هندسه یازدهم ازمون3

تعداد صفحه: 12
اموزشگاه سکو

 

. با توجه به شکل نشان دهید:الف( اگر  ، آنگاه 

. ، آنگاه  ب( اگر 

1

AD = BCAC = BD

AC = BDAD = BC

 

،  است. ثابت کنید که این چهار‌ضلعی محیطی است. در چهار‌ضلعی 

2

ABCDAB + CD = AD + BC

  است.   و  و  به‌ترتیب  و   و    در یک دایره محاط است و اندازۀ کمان‌های  مثلث 

اندازۀ زاویه‌های داخلی مثلث برحسب درجه چقدر است؟
3

ABCABBCACx + 75∘2x + 7∘3x − 22∘

در شکل زیر، دو دایره در نقاط  و  متقاطع‌اند و  نقطه‌ای بر امتداد پاره‌خط  است. اگر دو قاطع دلخواه  و  را رسم

همواره: کنیم، چهارضلعی 

4

ABMABMHMG

EFGH

M

B C

A

O
  است. زاویۀ  چقدر است؟ در شکل مقابل  و  مماس بر دایره،  و 

5

MBMCAB = AC=AC
⌢

140∘OMC

صفحه 1 از 12



نام آزمون: هندسه یازدهم ازمون3

تعداد صفحه: 12
اموزشگاه سکو

OA

M

N

B

y

y5

3

3

5

x

x
 

در شکل مقابل  قطر دایره است. اندازۀ زاویۀ  چند درجه است؟

6

ABMAN

D

B A

C

6
6

در شکل مقابل  بر دایره مماس بوده و  است. اگر محیط مثلث  برابر با  باشد، اندازۀ  چقدر است؟

7

ADAB = AD = 6ABC16BC

. اندازه زاویه  چقدر است؟ در شکل زیر داریم: 

8

a = ​ =
2

b
​

3

c
M̂

از برخورد نیمسازهای زوایای داخلی یک ذوزنقه چه نوع چهارضلعی ایجاد می‌شود؟ 9

ضلعی‌های منتظم محاطی و محیطی در آن را در نظر بگیرید. نشان دهید اگر  و  اندازه‌های ضلع‌های  یک دایره به شعاع  و 

. ضلعی منتظم محیطی و محاطی باشند، آنگاه  و 

10

rnABCDn

AB = 2r tan ​

n

180
CD = 2r sin ​

n

180

، دو وتر موازی  و  به فاصلۀ  واحد از یکدیگر رسم شده‌اند. شعاع دایره را به‌ دست آورید. در دایرۀ  11C(O,R)AB = 4CD = 86

  مطابق شکل، ذوزنقۀ متساوی‌الساقین  بر دایره به شعاع  محیط شده است. 12ABCDr

صفحه 2 از 12



نام آزمون: هندسه یازدهم ازمون3

تعداد صفحه: 12
اموزشگاه سکو

D CN

Q

A BM

O r
rr

P

با توجه به این‌که نقطۀ  مرکز دایرۀ محاطی ذوزنقه و محل همرسی نیمسازهای زوایای داخلی آن است، ثابت کنید مثلث‌های

 و  هم‌نهشت هستند و نتیجه بگیرید که  . به همین ترتیب ثابت کنید مثلث‌های  و 

هم‌نهشت هستند و نتیجه بگیرید  .

O

AOMBOMAM = BM = ​

2

AB
DONCON

DN = CN = ​

2

DC

با توجه به قسمت )الف( و این نکته که مماس‌های رسم‌شده بر دایره از نقطه‌ای خارج آن، باهم برابرند، ثابت کنید:

‌AD = BC = ​

2

AB + CD

75˚

D

B

C

A
O

، اندازه کمان  را به‌ دست آورید. در دایرۀ شکل مقابل  مرکز و 

13

OCD ∥ ABCD

در شکل زیر  به طول  مماس بر دایره است. مقادیر عددی  و  را به دست آورید.

       ‌

14

MT3 ​2xy

درستی یا نادرستی عبارت‌های زیر را مشخص کنید.

الف( اگر نقطه‌ای مانند  درون دایرۀ  باشد فاصلۀ آن تا مرکز دایره برابر شعاع دایره است.

ب( شرط لازم و کافی برای اینکه یک خط بر یک دایره مماس باشد این است که این خط در نقطۀ تماس با دایره بر شعاع وارد بر آن نقطه

عمود باشد.

ج( کمان‌های دایره‌های مختلف که اندازه‌های برابر دارند همواره طول‌های برابر دارند.

د( اگر کمان‌های محدود به دو وتر یک دایره با هم برابر باشند آن دو وتر موازی‌اند.

15

AC(o, r)

صفحه 3 از 12

1.25

1



نام آزمون: هندسه یازدهم ازمون3

تعداد صفحه: 12
اموزشگاه سکو

جاهای خالی زیر را با عبارت )کلمات( مناسب کامل کنید.

الف: هرگاه از یک نقطۀ خارج دایره یک مماس و یک قاطع بر دایره رسم کنیم طول مماس  ..................  بین دو قطعۀ قاطع است.

ب: دو دایره  و  با  فرض  نسبت به هم وضعیت  .................. دارند.

ج: طول مماس مشترک خارجی دو دایره به شعاع‌های  و  در حالت مماس خارج با فرمول  .................. محاسبه می‌شود.

  .................. وتر مشترک دو دایره است. د: در حالتی که دو دایره متقاطع باشند خط‌المرکزین 

16C(O,R)C (O ,R )′ ′ ′OO =′ d = R + R′

RR′

OO′

در هر قسمت، پاسخ مناسب را بنویسید. 17

در هر مثلث، نقطۀ همرسی نیمسازها، مرکز دایرۀ .................. مثلث است. )محیطی، محاطی(

خط  را نسبت به خط  بازتاب می‌کنیم تا خط  به‌دست آید. خط  را تحت یک انتقال به خط  تبدیل می‌کنیم. اگر زاویۀ بین  و 

را  بنامیم. زاویۀ بین  و  کدام است؟
18

dΔd′d′d′′dΔ

αdd′′

در حالتی که پاره خط  در راستای عمود بر خط بازتاب قرار دارد، ثابت کنید که اگر  بازتاب  باشد،  و 

هم‌اندازه‌اند.
19

ABA B′ ′ABABA B′ ′

دایره  و نقطۀ  خارج این دایره مفروض است. مجانس این دایره را نسبت به نقطۀ  در هر حالت رسم کنید.

الف(   

  ب( 

پ( 

20

C(O,R)MM

k = 2

k = −2

k = ​

2

1

B
B

A

A2

1

A3AA
C

A

در شکل مقابل، چند دوران از شکل سایه‌دار وجود دارد؟

21

نقطۀ  تصویر نقطۀ  در بازتاب نسبت به خط  است. اگر  و نقطۀ  روی خط  و  باشد، فاصلۀ نقطۀ  از خط

 چقدر است؟
22

A′AlAA =′ 16OlOA = 10A

OA′

جاهای خالی را با کلمات )عبارات( مناسب کامل کنید.

الف( اگر دایره‌ای باشد که از همۀ رئوس یک چندضلعی عبور کند، دایره را  .................. می‌نامیم.

ب( وضعیت نسبی دو دایرۀ  و  درحالتی که  به‌صورت  .................. است.

ج( یک چهارضلعی محاطی است اگر و فقط اگر دو زاویۀ مقابل آن  .................. باشند.

د( تبدیل‌هایی که طول پاره‌خط را حفظ می‌کنند، تبدیلات  .................. نامیده می‌شوند.

23C(O,R)C (O ,R )′ ′ ′OO <′ ∣R − R ∣′

) ثابت کنید تجانس، شیب خط را حفظ می‌کند. )حالتی را در نظر بگیرید که مرکز تجانس روی پاره‌خط قرار ندارد و  24k > 1

صفحه 4 از 12

1

1

1
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نام آزمون: هندسه یازدهم ازمون3

تعداد صفحه: 12
اموزشگاه سکو

، مساحت بین آن مستطیل و تصویرش برابر  است. محل برخورد قطرهای مستطیلی را  می‌نامیم. در تجانسی به مرکز  و نسبت 

مساحت مستطیل اولیه را محاسبه کنید.
25

OO​

3

2
10

صفحه 5 از 12

1.25



نام آزمون: هندسه یازدهم ازمون3

تعداد صفحه: 12
اموزشگاه سکو

مي‌دانيم اگر دو وتر مساوي از دايره‌اي داشته باشيم کمان‌هاي نظير آنها نيز مساوي‌اند و برعکس.

الف(

ب(

1

AD = BC ⇒ =AD
⌢

⇒BC
⌢

+AD
⌢

=AB
⌢

+BC
⌢

AB
⌢

⇒ =DAB
⌢

⇒CBA
⌢

BD = AC

AC = BD ⇒ =ABC
⌢

⇒DAB
⌢

−ABC
⌢

=AB
⌢

−DAB
⌢

AB
⌢

⇒ =BC
⌢

⇒AD
⌢

BC = AD

اگر روی ضلع  نقطۀ  را طوری انتخاب کنيم که  و اگر روی ضلع  نقطه  را طوری انتخاب کنيم که  باشد در اين صورت مثلث‌های

 متساوی‌الساقين هستند.

ضمناً با‌ توجه به فرض مسأله داریم:

 

چون  می‌باشد پس  می‌باشد.

بنابراين مثلث  نيز متساوی‌الساقين است.

اگر عمودمنصف‌های مثلث  را رسم کنيم همديگر را در نقطه‌ای مانند  قطع می‌کنند از طرفی عمود‌منصف‌های اضلاع  نقش نيمسازهای زوايای

 را نيز دارند پس طبق ويژگی مکان هندسی نيمساز، فاصلۀ نقطۀ  از همۀ اضلاع  مساوی است. بنابراين نقطه  مرکز دايره محاطی اين

چهار‌ضلعی است پس اين چهار‌ضلعی محيطی است.

2

ABMAM = ADBCNDC = CN

ADM ,DCN

AB + CD = AD + BC ⇒ AM + MB + CD = AD + BN + CN

DC = CN , AM = ADMB = BN

BMN

DMNIDN , MN , DM

, ,Ĉ B̂ ÂIDC , BC , AB , ADI

A

B
C

3x- 22 ̥

2x++7
̥

x ++7
5

̥  

یعنی باید داشته باشیم:

در نتیجه زوایای داخلی مثلث که زاویه‌های محاطی محسوب می‌شوند برابر با نصف کمان مقابل خودشان هستند، پس: 3

+AB
⌢

+BC
⌢

=AC
⌢

360∘

⇒ (x + 75 ) +∘ (2x + 7 ) +∘ (3x − 22 ) =∘ 360 ⇒∘ 6x + 60 =∘ 360 ⇒∘ x = 50∘

=Â ​(2x +
2

1
7 ) =∘ 53٫5∘

=B̂ ​(3x −
2

1
22 ) =∘ 64 , =∘ Ĉ ​(x +

2

1
75 ) =∘ 62٫5∘

  طبق روابط طولی

،  و  یک دایره می‌گذرد، پس  محاطی است.  ، طبق قضیۀ عکس روابط طولی، از چهار نقطۀ 

4
: ​ ⇒{ MA × MB = ME × MH

MA × MB = MF × MG
ME × MH = MF × MG

EFGHEFGH
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نام آزمون: هندسه یازدهم ازمون3

تعداد صفحه: 12
اموزشگاه سکو

در مثلث  داریم:

M

B C

A

O

چون  از  و  به یک فاصله است، پس  نیمساز  است:

5

ABC

AB = AC ⇒ =AB
⌢

=AC
⌢

140 ⇒∘ =BC
⌢

360° − 2 × 140° = 80∘

=BMC
⌢

​ =
2

−BAC
⌢

BC
⌢

​ =
2

2 × 140° − 80°
100∘

OBCOMB CM̂

O C =M̂ ​ =
2

BMC
⌢

​ =
2

100°
50∘

با توجه به شکل داریم:

6
5y + 3x + 3y + 5x = 360 ⇒∘ 8(x + y) = 360 ⇒∘ x + y = 45∘

( ​)M N محاطی= Â ​ =
2

3x + 3y
​(x +

2

3
y) = 67٫5∘

7

AB = AD ⇒ =B̂ , ​ ​ , ​ ​ ​D̂ (محاطی) = ​B̂
2

AC
⌢

(ظلی) = ​Â
2

AC
⌢

⇒ =Â =D̂ ​ ⇒
2

AC
⌢

AC = CD

​

​ ​ = 16 = AB + AC + BC = 6 + AC + BC ⇒ AC + BC = 10A CB
Δ

محیط
CD = AC ⇒ BD = BC + CD = BC + AC = 10 ⇒ BD = 10

AD =2 CD × BD ⇒ 36 = CD × 10 ⇒ CD = 3٫6

⇒ BC = BD − CD = 10 − 3٫6 = 6٫4

8​

a + b + c = 360 , b = 2a, c = 3a ⇒ a + 2a + 3a = 360∘ ∘

⇒ a = 60 , b = 120 , c = 180 ⇒ = ​ = ​ = 30∘ ∘ ∘ M̂
2

c − b

2

180 − 120∘ ∘
∘

 از برخورد نیمسازهای زوایای داخلی ذوزنقه  چهارضلعی  ایجاد می‌شود به‌طوری‌که 

پس  محاطی است زیرا زوایای مقابل آن مکمل‌اند.

9

ABCDMNEF=N̂ =F̂ 90∘

MNEF

10
=Ĥ 90 ⇒∘ :DOH

Δ
sin ​ =

n

180∘
​ =

OD

DH
​ =

r

DH
​ =

r

​

2
CD

​ ⇒
2r

CD
CD = 2r sin ​

n

180∘

=M̂ 90 ⇒∘ :MOB
Δ

tan ​ =
n

180∘
​ =

OM

BM
​ =

r

​

2
AB

​ ⇒
2r

AB
AB = 2r × tan ​

n

180∘

 مرکز دایره است. می‌دانیم که عمود رسم‌شده از مرکز دایره بر وتر، آن را نصف می‌کند، داریم: مطابق شکل، نقطۀ  11O
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نام آزمون: هندسه یازدهم ازمون3

تعداد صفحه: 12
اموزشگاه سکو

A BH

C D

O
x

yR

R

4

2

K
 

     

 واحد است، پس: از طرفی فاصلۀ دو وتر از یکدیگر 

 به‌ دست می‌آید:  و در نهایت   و  ‌با حل دستگاه زیر مقادیر 

              

‌توجه: دو وتر  و  نمی‌توانند در یک طرف  قرار گیرند. )چرا؟(

​ ​

⎩
⎨
⎧ = 90 , AH = BH = ​ = 2Ĥ ∘

2

4

: y = R − 4AOH
△

2 2

​ ​

⎩
⎨
⎧ = 90 , CK = DK = ​ = 4K̂ ∘

2

8

: x = R − 16COK
△

2 2

​{
y = R − 42 2

x = R − 162 2
⇒ y −2 x =2 12 ⇒ (y − x)(y + x) = 12

6

x + y = 6 ⇒ (y − x) × 6 = 12 ⇒ y − x = 2

xyR

​{
x + y = 6

y − x = 2
⇒ ​{

x = 2

y = 4
​

y =R −42 2

y =2 R −2 4 ⇒ 16 = R −2 4 ⇒ R =2 20 ⇒ R = 2 ​5

ABCDO

  12

،  و  هستند.  ، ،  و  نیمساز زوایای   ، نقطۀ  مرکز دایرۀ محاطی است، بنابراین محل همرسی نیمسازهاست، پس می‌توان نتیجه گرفت که 

داریم:

‌

  

به همین ترتیب می‌توان ثابت کرد مثلث‌های  و  هم‌نهشت هستند و داریم:

‌

OOAOBOCODABCD

​ ​ ​

⎩
⎨

⎧
ABCD ​ ⇒ = ⇒ ​ = ذوزنقۀ متساوی‌الساقین​ Â B̂

2

Â

2

B̂

= 90 ⇒ = (2)M ∘ AOM^ BOM^
OM ​ مشترک(3)

(1), (2), (3) : ​

( ز ض ز(​
≅AOM

△
BOM

△
⇒ AM = BM = ​

2

AB

DONCON

DN = CN = ​

2

DC

مماس‌های رسم‌شده از رأس‌های  و  بر دایرۀ محاطی به‌ترتیب زیر برابرند:

‌‌

AB

​ ​ ​

⎩
⎨

⎧
AD = AQ + QD = AM + DN = ​ + ​ = ​ (1)

2

AB

2

CD

2

AB + CD

BC = BP + PC = BM + CN = ​ + ​ = ​ (2)
2

AB

2

CD

2

AB + CD

(1), (2) : AD = BC = ​

2

AB + CD

زاویۀ محاطی  را برابر  در نظر می‌گیریم، پس کمان روبه‌روی آن برابر  می‌شود.

‌اندازۀ زاویۀ مرکزی  برابر کمان روبه‌رویش یعنی  می‌شود.

13

Âα=BD
⌢

2α

AB ∥ CD ⇒ =AC
⌢

=BD
⌢

2α

A CÔ=AC
⌢

2α
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نام آزمون: هندسه یازدهم ازمون3

تعداد صفحه: 12
اموزشگاه سکو

75˚
2αα

D

B

C

A
M

O

2α

 ‌:AOM
Δ

75 =∘ α + 2α = 3α ⇒ α = 25 ⇒∘ =AC
⌢

=BD
⌢

50∘ ⇒ =CD
⌢

180 −∘ 2 × 50 =∘ 80∘

14
x × x = 2 × 1 → x =2 2 → x = ​2

(3 ​) =2 2 y(y + 3) → y +2 3y − 18 = 0 → y = 3

الف( نادرست؛ اگر نقطه درون دایره باشد فاصلۀ آن تا مرکز کمتر از شعاع آن دایره است.

ب( درست؛ یک خط و یک دایره بر هم مماس‌اند اگر و تنها اگر این خط در نقطۀ تماس با دایره بر شعاع وارد بر آن نقطه عمود باشد.

ج( نادرست؛ با توجه به شکل مقابل مشاهده می‌شود که کمان‌ها با اندازه‌های برابر می‌توانند طول‌های نابرابر داشته باشند:

‌

د( نادرست؛ مثال نقض در شکل زیر  اما 

A A

BB

‌

)صفحۀ  تا  کتاب درسی(

راهنمای تصحیح:

  الف( نادرست  

  ب( درست  

  ج( نادرست  

  د( نادرست  

15

=AB
⌢

A B′ ′
⌢

AB ​A B′∥ ′

1015

( نمره(​0٫25

( نمره(​0٫25

( نمره(​0٫25

( نمره(​0٫25

الف( بنابر قضیه‌ای »هرگاه از یک نقطۀ خارج دایره یک مماس و یک قاطع بر دایره رسم کنیم طول مماس واسطۀ هندسی بین دو قطعه قاطع خواهد شد.« )صفحۀ  کتاب

درسی(

ب( در اوضاع نسبی دو دایره نسبت به هم در حالتی که  باشد دو دایره مماس برون هستند. )صفحۀ  کتاب درسی(

ج( 

‌

16

19

d = R + R′20

TT =′
​ ​ ​d − (R − R )2 ′ 2

​​d = R + R′ R + R + 2RR − R − R + 2RR2 ′2 ′ 2 ′2 ′

⇒ TT =′
​ =4RR′ 2 ​RR′
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نام آزمون: هندسه یازدهم ازمون3

تعداد صفحه: 12
اموزشگاه سکو

)صفحۀ  کتاب درسی(

 به یک فاصله هستند.  از دو سر پاره‌خط   و   د( چون 

 خواهد شد.  عمودمنصف  بنابراین 

راهنمای تصحیح:

1( واسطۀ هندسی ) نمره(

2( مماس برون )مماس خارج(  ) نمره(

   ) نمره(  )3

4( عمودمنصف ) نمره(

22

OO′AB

OO′AB

0٫25

0٫25

\displaystyleTT =′ 2 ​RR′0٫25

0٫25

  17

محاطی

  را انتقال  ،  مطابق شکل  بازتاب  به محوریت  است. زاویۀ بین  و  طبق فرض  است. پس زاویۀ بین  و  هم  است. تحت بردار 

می‌دهیم تا  به‌دست آید. می‌دانیم که  است. پس زاویۀ بین  با  برابر است با زاویۀ بین  و  که این زاویه برابر  است.

O´

O

α α

d d´
d´´

v

Δ

18

d′dΔΔdαd′ΔαVd′

d′′d ∣∣d′′ ′d′′dd′d2α

d

B A A´ B´

H
19

AB⊥d , =Ĥ 90∘

AH = A H,BH =′ B H′

​ ⇒{ AB = BH − AH

A B = B H − A H′ ′ ′ ′ AB = A B′ ′

O O´
2R2R

C´C

M

           

 )الف

O
O´2R

C´C

M
R

 )ب

20

k = 2 ⇒ MO =′ 2OM ,R =′ 2R

k = −2 ⇒ MO =′ 2OM ,R =′ 2R
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نام آزمون: هندسه یازدهم ازمون3

تعداد صفحه: 12
اموزشگاه سکو

    

 )پ   

این قسمت مانند )الف( می‌باشد فقط مرکز متجانس  و  تصویر  می‌باشد. 

k = ​

2

1

MCC ′

دوران‌ها عبارتند از:

- مثلث  دوران‌یافتۀ  به مرکز  و زاویۀ  )ساعتگرد(.

. - مثلث  دوران‌یافتۀ  به مرکز  و زاویۀ 

- مثلث  دوران‌یافتۀ  به مرکز  و زاویۀ  )پادساعتگرد( یا  )ساعتگرد(.

21

1​AB A ​

′
2

△
ABC

△
A−90∘

2​AA A ​

′′
3

△
ABC

△
A180∘

3​AA A ​

′
1

△
ABC

△
A90∘−270∘

از اینکه  تصویر  در بازتاب نسبت به خط  است و  نتیجه می‌شود  فاصلۀ نقطۀ  تا  را به کمک قضیۀ فیثاغورس به دست می‌آوریم:

  

          

‌بنابراین مساحت مثلث  برابر است با:

          

           قاعدۀ آن و  ارتفاع نظیر این قاعده است، محاسبه ‌از طرفی مساحت مثلث  را می‌توان با توجه به اینکه 

. کرد. توجه داریم که 

22

A′AlAA =′ 16AH = A H =′ 8OH

‌OH =2 OA −2 AH =2 10 −2 8 =2 36 ⇒ OH = 6

OAA′
Δ

‌S ​ =
OAA′

Δ ​AA ×
2

1 ′ OH = ​ ×
2

1
16 × 6 = 48

OAA′
Δ

OA′AH ′

OA = OA =′ 10

S =
OAA′

Δ ​OA ×
2

1 ′ AH =′
​ ×

2

1
10 × AH =′ 5AH ′

5AH =′ 48 ⇒ AH =′
​ =

5

48
9٫6

الف( اگر دایره‌ای باشد که از همۀ رئوس یک چندضلعی عبور کند، دایره را محیطی و چندضلعی را محاطی می‌نامند.  ‌)صفحۀ  کتاب درسی(

 باشد، به‌صورت متداخل است.  ‌)صفحۀ  کتاب  درحالتی که   و  ب( وضعیت نسبی دو دایرۀ 

درسی(

 

ج( قضیه: یک چهارضلعی محاطی است اگر و فقط اگر دو زاویۀ مقابل آن مکمل باشند.  ‌)صفحۀ  کتاب درسی(

د( تبدیل‌هایی که طول پاره‌خط را حفظ می‌کنند، تبدیلات طولپا )ایزومتری( نامیده می‌شوند.  ‌)صفحۀ  کتاب درسی(

راهنمای تصحیح:

الف( دایرۀ محیطی ) نمره(          ب( متداخل ) نمره(          ج( مکمل ) نمره(        د( طولپا یا ایزومتری ) نمره(

23

24

C(O,R)C (O ,R )′ ′ ′d = OO <′ ∣R − R ∣′20

27

34

0٫250٫250٫250٫25

مرکز تجانس روی پاره‌خط  نیست. در این حالت مطابق شکل  و  مجانس‌های  و  هستند:

                                                        

 

24

ABA′B′AB

​ →{
OA = k ⋅ OA′

OB = k ⋅ OB′ ​ =
OA

OA′
​ =

OB

OB′
k

​

بنا به عکس قضیه تالس​
AB∣∣A B →′ ′ m ​ =AB m ​A B′ ′
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نام آزمون: هندسه یازدهم ازمون3

تعداد صفحه: 12
اموزشگاه سکو

روش اول: اگر  و  به‌ترتیب مساحت مستطیل و تصویرش باشد. داریم:

          ‌

 

‌روش دوم: اگر  و  به‌ترتیب مساحت مستطیل و تصویرش باشد. داریم:

‌روش سوم: اگر  و  به ترتیب مساحت مستطیل و تصویرش باشد. داریم.

‌روش چهارم: فرض کنیم  و  به‌ترتیب مساحت مستطیل و تصویرش باشند و  یکی از زاویه‌های بین دو قطر مستطیل باشد. می‌دانیم در هر مثلث میانه، مثلث را به دو مثلث

هم‌مساحت تقسیم می‌کند. بنابراین:

25

SS′

S − S =′ 10 ⇒ S − ​S =
9

4
10 ⇒ S = 18

SS′

S − S =′ 10 ⇒ AB × AD − A B ×′ ′ A D =′ ′ AB × AD − ​AB ×
3

2
​AD =

3

2
10 ⇒ S = AB × AD = 18

SS′

​ =
S

S′

k =2 ( ​) =
3

2 2
​ ⇒

9

4
​ =

S

S − S′
​ ⇒

9

5
​ =

S

10
​ ⇒

9

5
S = 18

SS′α

S − S =′ 10 ⇒ 4S ​ −OAB 4S ​ =OA B′ ′ 10

⇒ 4( ​OA ×
2

1
OB × sinα) − 4( ​OA ×

2

1 ′ OB ×′ sinα) = 10

⇒ OA × OB × sinα − ​OA ×
9

4
OB × sinα = 5 ⇒ OA × OB × sinα = 9

⇒ S = 4( ​ ×
2

1
OA × OB × sinα) = 18
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